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I UNA INVESTIGACION DEL APRENDIZAJE DEL CALCULO ARITMETICO(*) l LAMARCA PARIS, J.Ma. Crup Aresta. I.R. San1 Josep de Calassanq. I (*) Este trabajo forma parte de una investigación mas amplia que el Grupo Aresta está llevando a cabo con el soporte del ICE de la Universidad de Barcelona. 
SUMMARY 
The aim of this article is that of showing a specific approach in the ~idactics of Arithmetic Calculus, and the 
resulis that have been achieved using it with about 300 students in the first year of BUP; we also want lo show 
certain criteria which could allow us to improve our method. 
Such criteria are based both on the realization of the didactjc method itself and on the assumption of certain 
cognitive factors which have great influence on the learnin of Arithrnetic Calculus. 
Throughout the developing of our approach in the Didactics i f Arithmetic Calculus we have emphasized the sec- 
tions devoted to the teaching of calculus, error enalysis and calculus problem solving (according to Polya). 
INTRODUCCION 
En este articulo se pretende dar a conocer una aporta- te, el objetivo del mismo consiste en la exposición de 
ción a la investigacibn de la ensefianza y del aprendi- una «Didáctica de cálculo aritmético» especifica (D.) ,  
zaje en el campo del cAlculo aritmético. Concretamen- de los resultados que con su aplicación se han obteni- 
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do y de unos criterios de modificación que permitan 
mejorarla. 
Por cuestiones de espacio hemos creído conveniente 
efectuar un resumen de la D. y no detenernos en cues- 
tiones de detalle (1). Interesa tambitn observar que di- 
cha D. se ha aplicado a unos 300 alumnos de l o  de 
B.U.P. de tres Institutos de Barcelona (2) por miem- 
bros del Grup Aresta al comienzo del curso 83/84. 
En lo ieferente a los criterios de modificación distin- 
guimos dos tipos: por un lado, los que se desprenden 
de la propia experiencia realizada y que denominamos 
criterios internos (tales como, P.e., variaciones de tiem- 
po, control del trabajo del alumno, etc.); por otro, 
aquellos que se obtengan de un conocimiento de los fac- 
tores cognitivos que más influencia tienen en los resul- 
tados de la D. Estos últimos (que llamamos criterios 
externos), por su propia naturaleza, podrán irse con- 
cretando a medida que avance la investigación especi- 
fica que el Grup Aresta está llevando a cabo desde los 
inicios del presente curso (3); por el momento, sólo se- 
ra posible adelantar un limitado número de conclusio- 
nes provisionales. 
Llegados a este punto, podemos explicitar las tres ca- 
racterísticas de la D. que consideramos más esenciales: 
(A) En primer lugar, pretendemos que sea transferi- 
ble, es decir, que pueda ser utilizada por cualquier pro- 
fesor de Matemáticas; de ahí que, en la versión inte- 
gra, se expongan con detalle las distintas fases de la 
misma, sus respectivas duraciones, etc. 
I 
(B) En segundo lugar, debe ser posible evaluarla ob- 
jetivamente; así pues, se han diseñado pruebas parale- 
las (una inicial, que denominamos)) Prueba mo» - 
constituye ei-Ap. 1 - y otra final) a fin de poder dis- 
poner de algún tipo de medida de su efectividad (cf. 
2.2.). 
íC) En tercer lugar, se trata de una D. esencialmente 
modificable; esto significa que pretendemos aproximar- 
nos en etapas sucesivas a un nivel óptimo de eficacia. 
En este punto es donde más se ve, la necesidad de acce- 
der a unos criterios. lo más objetivos posible de modi- 
ficación (cf. 3.1. y 3.2.). 
3. RESUMEN DE LA DIDACTICA PROPUESTA _ 
1.0. Introducción 
Con la presente D. se pretende alcanzar tres objetivos 
cuyos niveles de dificultad son, en principio, progresi- 
vamente crecientes (cf. 2.1). 
En primer lugar, se intenta conseguir que los alumnos 
alcancen unos conocimientos y una seguridad mínimos 
en el cálculo aritmético elemental. Su grado de dificul- 
tad se concreta en la «Prueba mo» (Ap. 1). 
En nuestra opinión, lo fundamental es que 10s alum- 
nos adquieran un dominio satisfactorio del cálculo, 
aunque para ello debamos sacrificar, en cierta medi- 
da, el rigor conceptual en la presentación de los núme- 
ros racionales e irracionales. De hecho, una introduc- 
ci6n adecuada de dichos números tampoco creemos que 
sea necesario realizarla en 1 de BUP, y más bien nos 
inclinamos a sostener que basta reafirmar sucintamente 
unos conceptos con los que el alumno esti  ya familia- 
rizado desde la EGB, a fin de que aprendan a mane- 
jarlos con soltura. 
No creemos, sin embargo, que se deban ensefiar s6l0 
unos mínimos rudimentos de cálculo; abandonar la as- 
piración de que los alumnos adquieran un dominio 
efectivo de técnicas de cálculo con un grado de com- 
plejidad más elevado, lo cual constituye nuestro segun- 
do objetivo, es abonar las inseguridades del futuro 
alumno de COU que no se atreverá a simplificar una 
derivada o que vacilará en la resolución de los deter- 
minantes. De ahí pues, que se introduzcan ejercicios 
de longitud y dificultad considerable, que pueden ver- 
se reflejadas en la que denominamos «Prueba de Ni- 
vel A »  (PRNA, y que figura en el Ap. 11). 
La realización de dichos ejercicios es, en muchos ca- 
sos, extraordinariamente árida y engorrosa; obviamen- 
te, el alumno no está motivado para efectuar unos cál- 
culos pesados e interminables cuya aplicación práctica 
considera, en el mejor de los casos, dudosa. Desde lue- 
go, parece bastante artificioso imaginar situaciones rea- 
les en las que tales cálculos fuesen necesarios; pero aún 
admitiéndolas no hay, desde la perspectiva del alurn- 
nos, argumentos que apoyen la penosa realización de 
los mismos frente al fácil uso de la calculadora de 
bolsillo. 
Así pues, la conveniencia de incluir este objetivo en una 
didáctica de calculo aritmético es discutible; en nues- 
tra opinión, sin embargo, existen razones que pueden 
justificar sil inclusión; concretamente, destacaremos 
dos: 
(a) No es posible abordar problemas matemáticos de 
cierta envegadura si el cálculo constituye un obstáculo 
en el camino de su resolución, y el alumno debe ser ple- 
namente consciente de este hecho. 
(b) Parece razonable afirmar que los factores cogniti- 
vos que mayor relevancia tienen en la capacidad de cal- 
cular de un alumno van a ser desarrollados apreciable- 
mente a través de un tratamiento suficientemente in- 
tensivo del calculo antmttico. El conocimiento de al- 
gunos de estos factores (que podri obtenerse con la in- 
vestigación específica que está llevando a cabo el Gnip 
Aresta -cf. nota (3)-) permitirá dar la suficiente re- 
levancia a dicha afirmación (cf. 3.2). 
Finalmente, deseamos alcanzar un tercer objetivo. ES- 
te se concreta en lograr que el alumno sea capaz de re- 
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solver cualquier problema de cálculo en el sentido de 
Polya, esto es, aqutl cuya resoluci6n se desarrolla en 
cuatro faaes defuiidas: comprensión del enunciado, ela- 
boración de un plan, ejecuci6n del mismo y evaluación 
de todo el proceso (4). 
Sin duda, esta meta es realmente ambiciosa. Creemos, 
sin embargo, que conviene tener en cuenta que la rc- 
solución de verdaderos problemas de dlculo está jus- 
tificada no s61o por lo que observábamos anteriormente 
(cf. el comentario (b) precedente) sino tambikn por tra- 
tarse de una inmediata aplicación de las técniw de cál- 
culo recientemente aprendidas (por lo que Cstas se 
consolidan). 
Desde el punto de vista metodoldgico, en la D. se dis- 
tinguen seis fme: F. 1: Fundamentos tdricos, F.2: En- 
sefianza de técnicas de cálculo, F.3: Detección de erro- 
res aislados y dentro de un contexto de operaciones arit- 
méticas, F.4: Tratamiento de la producción divergen- 
te y resoluci6n de problemas, F.5: ConsolidacMn y re- 
paso y F.6: Realización de las pmebas de control. 
l Comentaremos cada una de ellas por separado. Se in- cluyen también unos apéndices en los que figuran las pruebas y los ejercicios y problemas más significativos para permitir una correcta comprensión de toda la D. 
1 .l. Fases de la Didhctica 
1.1.1. Fase 1: Fundamentos teóricos 
En nuestra opinión, la forma de presentar los conteni- 
dos teóricos básicos no es especialmente relevante, por 
lo que hemos omitido exponer un guión detallado de 
los conceptos fundamentales a tratar. Sin embargo, y 
a fin de que el profesor pueda tener un punto de refe- 
rencia para futuras reflexiones, se ha incluido una co- 
lección exhaustiva de cuestiones, que cubre práctica- 
mente todo el complejo de contenidos básicos que el 
alumno debe dominar antes de pasar a niveles supe- 
riores (véase en el Ap. 111 una muestra de las mismas). 
Dicha lista de preguntas cortas elementales se puede 
comentar en clase activamente, en base a las respues- 
tas dadas por los propios alumnos a cada cuestión. 
1-a duración total de esta fase es de unas seis horas. 
1.1.2. Fase 2: Enseñanza de técnicas de crllculo 
En esta fase se trata de proporcionar al alumno el do- 
minio de las técnicas fundamentales de dlculo. Para 
ello se alterna la exposición de los ejemplos introduc- 
torios de cada técnica con ejercicios de consolidación, 
durante un mhimo de once sesiones de una hora. Con- 
cretamente, se dedican seis de ellas a explicar seis ejem- 
plos de cálculo con fracciones y cinco a detallar la re- 
solución de cinco ejemplos de cálculo con radicales (ver 
el Ap. 111). 
Todos los ejemplos y ejercicios utilizados en esta fase 
se caracterizan por el hecho de que las técnicas de cl- 
culo involunadas en ellos se desprenden dd  propio as- 
pecto formal del enunciado o bien están explicitadas 
claramente en él (p.e., «Racionalizar la fracción ... »). 
1 
1.1.3 Fase 3: Detección de errores (DDE) aislados y 
dentro de un contexto de operaciones nritmCticas 
La. inclusión de esta fase tiene como finalidad última 
potenciar la capacidad de autocritica del alumno. Sin 
duda, la aptitud de criticar unos resultados o unos cál- 
culos intermedios es decisiva para la correcta realiza- 
ción de las operaciones: más que de evitar los errores, 
se trata de darse cuenta de los que ya se hayan podido 
cometer. En este sentido, alcanzar dicha meta es cru- 
cial para conseguir los tres objetivos propuestos en es- 
ta D. 
El desarrollo de esta fase se lleva a cabo a través del 
tratamiento de dos tipos de ejercicios: los de DDE ais- 
lados y los de DDE dentro de un contexto de opera- 
ciones aritméticas. Ejemplos del primer tipo pueden ob- 
servarse en la 2' parte de la «Pmeba m. (Ap.l.), dado 
que hemos considerado que la capacidad de detectar 
errores aislados forma parte de los conocimientos mi- 
nimos de cálculo que un alumno debe poseer; de ahí 
que intentar mejorar dicha capacidad forme parte de 
nuestro primer objetivo. Los resultados obtenidos en 
DDE, sin embargo, exigen un replanteamiento de di- 
cho objetivo (cf. 2.1). 
Ejemplos del segundo tipo figuran en el Ap. 111; como 
se puede ver, son ejercicios cuyos cálculos están total- 
mente realizados, pero con alguna incorrección en cier- 
tos pasos que el alumno debe descubrir. Su tratamien- 
to se lleva a cabo a lo largo de tres sesiones, precedi- 
das por otras dos en las que se ha puesto la atención 
en la DDE aislados. Básicamente, la metodología se- 
guida en esta fase se fundamenta en un trabajo del pro- 
pio autor (5). 
En esencia, lo que se intenta es utilizar procedimien- 
tos específicos que, en nuestra opinión, intervienen de- 
cisivamente en la DDE de errores (esp. aislados): 
(a) La tendencia a emitir respuestas incontroladas (6) 
(b) La percepción del enunciado, influida fuertemen- 
te por su presentación formal, ya que ésta oscurece la 
auténtica dificultad del ejercicio. 
Una justificación de la atención que dedicamos a la 
DDE la proporciona el hecho de que, en su realización, 
intervienen de forma preponderante factores intima- 
mente relacionados con la capacidad de autocrítica a 
la que antes nos referíamos (7) por lo que, lógicamen- 
te, un tratamiento adecuado de tales ejercicios de DDE 
debería potenciar dicha capacidad. 
Por otra parte, es un error creer que el aprendizaje de 
las tknicas de cálculo implica la adquisición de una ca- 
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pacidad satisfactoria de detectar errores. Efectivamen- 
te, se ha comprobado repetidamente que los alumnos 
tienen unas especiales dificultades para detectar erro- 
res aislados (8); recientemente, además, hemos obte- 
nido una corroboración de dicho aserto: el coeficiente 
de correlación obtenido entre los puntajes de ttcnicas 
de cálculo y de DDE aislados de una muestra de unos 
300 alumnos de 1 de BUP ha sido de 0.37; dicho coe- 
ficiente ha subido sólo hasta 0'48 al cabo de tres me- 
ses de dedicación intensiva al tema del cáldlo aritmb- 
tico; como punto de referencia, tengase en cuenta que 
el coeficiente de correlación obtenido entre los punta- 
jes de ttcnicas de cálculo y de la PRNA (cuya diferen- 
cia fundamental radica en su distinto grado de dificul- 
tad) ha sido 0.73. 
Finalmente, la necesidad de efectuar una separación en 
dos partes (DDE aislados y DDE dentro de un contex- 
to de operaciones aritméticas) se fundamenta no sólo 
en la experiencia adquirida como profesionales de la 
enseñanza, sino también en criterios psicológicos defi- 
nidos (9). 
1.1.4. Fase 4: Tratamiento de la producción divergente 
y resolución de problemas 
Ante todo, conviene efectuar una distinción precisa en- 
tre problema de cálculo y ejercicios de cálculo. En és- 
te, el alumno debe limitarse a utilizar un conjunto de 
técnicas de cálculo explícita o implícitamente indicado 
en el propio enunciado; en un ejercicio de cálculo la 
dificultad esencial consiste en saber utilizar unas he- 
rramientas de cálculo específicas. En un problema de 
cálculo, en cambio, el alumno debe hacer uso de su po- 
tencial de recursos ya que la dificultad primordial se 
centra en la elaboración del plan destinado a resolver 
(2= fase en la noplenclatura de Polya), esto es, en el 
qué hay que hacer más que en el cómo hay que hacer- 
lo. En un problema de cálculo, además, no es posible 
establecer un proceso general algorítmico de resolución, 
contrariamente a lo que ocurre en un ejercicio de cál- 
c*ulo; de hecho, el problema se convierte en un ejerci- 
cio (o conjunto deejercicios) de cálculo en la tercera 
fase (o fase de resolucibn), una vez determinado el plan 
de resolucibn, pero no antes. 
Para abordar la enseíianza de la resolución de proble- 
mas de cálculo se ha dedicado un tiempo a familiari- 
zar al alumno con unos ejercicios en los que la pro- 
ducción divergente interviene de manera primordial, de- 
bido a la íntima conexión existente entre los principa- 
les factores involucrados en dichas operaciones men- 
tal y las aptitudes relacionadas con la creatividad (10). 
Por lo que se refiere directamente a la enseñanza de 
la resolución de problemas de cálculo se ha elaborado 
una «directriz» especifica, o conjunto sistemático de 
indicaciones heurísticas (en el sentido de Landa, o sea, 
en contraposición a algorítmicas (1 1)), que se conside- 
ran útiles para resolver problemas de cálculo aritméti- 
co. Dicha directriz pretende ser un estimulo para el 
alumno interesado en reflexionar sobre el problema 
propuesto y no un conjunto de limitaciones a la activi- 
dad del alumno imaginativo, por lo que no se debe usar 
con rigidez. En su confección se han tenido en cuenta 
las cuatro fases de resolución de un problema; concre 
tamente: (a) Se hace hincapié en la comprensión del 
enunciado (1 ' fase) a través de poner el acento en la 
estructura aritmbtica del enunciado, o armaz6n ope- 
ratorio, a fin de asimilar correctamente la jerarquía de 
las operaciones. (b) Se dan varias ideas que pueden con- 
ducir a la elaboración de un plan (2' fase). (c) Se dan 
algunas fórmulas que pueden ser Útiles en la ejecución 
delplan (3a fase). (d) Se insiste en la necesidad de efec- 
tuar una evaluación completa de todo el cálculo (41 
fase). 
A fin de que el alumno adquiera un dominio suficien- 
te en la utilización de la directriz. se resuelven varios 
ejemplos reflexionando en voz alta, en base a interro- 
gaciones progresivas sugeridas por la directriz. Segui- 
damente, se abre una ((etapa de entrenamiento)) duran- 
te la cual el alumno debe ejercitarse a resolver proble- 
mas con la ayuda de la directriz, mientras que el pro- 
fesor debe limitarse a proporcionarle sblo indicaciones 
que la propia directriz propone. Esta fase 4 se cierra 
con una etapa de consolidación en la que se refuerza 
el uso de la directriz mediante la resolución de distin- 
tos problemas (ver Ap. IV). En total, la duracibn de 
esta fase es de siete horas de clase. 
1.1.5. Fase 5: Consolidación - Repaso 
Durante dos o tres sesiones se resuelven divérsos ejer- 
cicios y problemas a fin de volver a insistir en los pun- 
tos cruciales y de repasar sucintamente las principales 
directrices que se han ido dando durante el desarrollo 
de la D. 
1.1.6. Fase 6: Realización de las pruebas 
Mediante la realización de tres pruebas (que se llevan 
a cabo en sendas sesiones de una hora), se pretende ob- 
tener una valoración minimamente objetiva de los re- 
sultados obtenidos en cada uno de los tres objetivos 
iniciales de la presente D. Dichas pruebas son, respec- 
tivamente: «Prueba m,», que consta de dos partes: 
técnicas de cálculo (TDCF) y detección de errores 
(DDEF) y constituye una réplica prácticamente idénti- 
ca a la «Prueba m. inicial)) (realizada inmediatamen- 
te antes del comienzo de la Fase 1) que figura en el Ap. 
1; «Prueba Nivel A» (PRNA), que constituye el Ap. 
11, y «Prueba de Nivel B» (PRNB), una muestra cuyo 
contenido se encuentra en el Ap. IV. 
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I OTROS TRABAJOS I 2. RESULTADOS Y VALORACIONES DE LA DIDACTICA tallan los resultados finales obtenidos en cada una de 2.1. Resultados de la DidQctica las pruebas de control realizadas en la Fase 6, junto con otros datos estadísticos de interks; asimismo, se han ( Ofrecemos a continuación un cuadro en el que se de- incluido los datos correspondientes a la «Prueba m,». 
DDEF 3 ' 2 4 2  2 ' 6 6  2 7 ' 2  'p 1 0  ' 6  :: 5 6 ' 6  ';ó 
PRNA 3 ' 7 3 9  3 ' 5  37 '2  ",ó 15 $7 3 7 ' 2  $ 
1 
PRNB 1'478 0 '5 9'7 $ 2 ' 7 %  8 0 ' 9 %  
Un primer analisis del cuadro anterior nos permite ha- 
cer las observaciones siguientes: 
( 1 )  Nótese que la media de DDEF es inferior a la me- 
dia de la PRNA. Una simple ojeada a las pruebas co- 
rrespondientes pone de manifiesto la existencia de di- 
ficultades especiales en la DDE que no podemos dejar 
de lado puesto que repercuten en los dos prjmeros ob- 
jetivos a los que nos referiamos en la introducción. En 
efecto, cuando afirmábamos que un primer objetivo 
consistía en conseguir que el alumno alcanzase un «ni- 
vel mínimo» de conocimiento en el cálculo aritmético, 
presuponiamos que la DDE formaba parte de dichos 
conocimientos básicos (cf. 1.1.3.) y que, además, su 
dificultad se mantenía en un primer nivel. Asimismo, 
considerábamos que la realización de cálculos más com- 
plejos (ver Ap. 11) poseía un segundo nivel de dificul- 
tad y constituía pues, un objetivo mas ambicioso. 
La realidad, sin embargo, es que la DDE se sitúa en 
un nivel de dificultad más alto que la realización de di- 
chos cálculos más complejos si bien éstos, por su par- 
te, constituyen un segundo grado de complejidad res- 
pecto a las técnicas de cálculo en sí (el primer grado 
vendría determinado por la 1' parte de cualquiera de 
la pruebas paralelas m, y m,, o sea, TDCI y TDCF). 
Así pues, la distinción entre los dos primeros objeti- 
vos es confusa ya que se entrecruzan sus niveles de di- 
ficultades, por lo cual deberán replantearse o reformu- 
larse adecuadamente. 
(2) Por lo que se refiere al tercer objetivo, es obvio que 
estamos lejos aún de alcanzar unos resultados satisfac- 
torios: la media de la PRNB (1 '478) y el porcentaje de 
alumnos que la superan (9'7 %) así lo indican. 
Las principales razones que, a nuestro juicio, explican 
este hecho son: 
A) El poco tiempo empleado en la Fase 4, especialrnen- 
te si tenemos en cuenta el notable grado de dificul- 
tad de los problemas de cálculo. 
B) El hecho de que todos los alumnos fueron trata- 
dos con la misma metodología, a pesar de que la 
mayoría de ellos (el 62'8 %) no habia superado la 
PRNA. 
.(3) En lo referente al segundo objetivo, el porcentaje 
de alumnos que superan la PRNA no es tampoco sufi- 
cientemente elevado (37'2 %) mientras que, por el con- 
trario, el de los alumnos que no alcanzan el 3 es aún 
excesivamente alto (37'2 %). 
.Creemos que hay que destacar, de entre Las causas que 
permiten explicar estos resultados, las siguientes: 
A) El hecho de que sólo unos pocos alumnos realiza- 
ron efectivamente un mínimo número de ejercicios. 
B) Al igual que en el apartado (2), el hecho de que to- 
dos los alumnos fueron sometidos al mismo ritmo 
de trabajo, con una misma metodologia, a pesar 
de que el 33% no habia superado la prueba corres- 
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pondiente a las técnicas de cálculo de nivel míni- 
mo (TDCF). 
(4) En cuanto al primer objetivo, hay que distinguir 
S la DDE de las TDC; sólo el 27'2 % superó la prueba 
de la DDEF, lo que da una medida de la dificultad que 
entrafia la realizaci6n de este tipo de pruebas; debere- 
mos pues revisar el tratamiento de la Fase 3 (cf. 3.1). 
Finalmente, en TDC podemos afirmar que se ha alcan- 
zado un nivel suficientemente satisfactorio (que, no 
obstante, esperamos incrementar), puesio que casi el 
70 % de los alumnos supera la prueba de TDCF y sólo 
u n  16'6 % no alcanza el 3, mientras que casi un 40 '70 
obtiene una nota superior o igual a 7. 
2.2 Eficacia de la Didáctica 
Es evidente que el anáiisis de unos resultados no es su- 
ficiente para determinar la eficacia de una DidActica. 
En efecto, hay que tener en henta también el nivel ini- 
cial del alumnado. 
Así, y a fin de cuantificar en lo posible dicha eficacia, 
se han definido tres índices en función de las notas fi- 
nales (f) e iniciales (i); concretamente: 
11 = f-i; 12 = (f-i).(f + i) / f; 13 = (f-1) / (M-i); 
donde M es la nota máxima que se puede obtener en 
la prueba. 
En el siguiente cuadro pueden observarse algunos da- 
tos relevantes referentes a los dos primeros índices: 
- € s c a i a :  Media Mediana % ~ i u m n o s ( ~  Alumnos 
I con 1 < 3 I 
1' interesa sólo remarcar algunos aspectos: 3. CRITERIOS DE MODIFICACION 1 
1)  Estos índices son, esencialmente, medidas de con- 
trastación; deberemos pues disponer de los datos cm- 
rrespondientes a otras Didácticas (en particular, a 
modificaciones de ésta) @es de emitir juicios de va- 
lor definitivos de los actuales datos. 
2) En este sentido, el primer índice no es muy adecua- 
do, puesto que identifica progresos claramente no 
equivalentes, (p.e., el paso de 1 a 4 y el paso de 6 
a 9). 
I 3) A simple vista se observa una diferencia notable en- 
tre los indices de TDC y de DDE, lo que pone de 
manifiesto, una vez más, las dificultades inheren- 
tes al aprendizaje de la DDE. 
4) Finalmente, y teniendo en cuenta lo que hemos ob- 
servado en 1). queremos destacar el alto valor de 
I2TDC; significa que un alumno medio con nota ini- 
cial N, E Ii  alcanza una nota iinal N, E li+,, don- 
de 1,,= (0.3). 1 , =  (3.5) 1 + =  (5,7), 1,= (7.8'51, 
1,= (8'5.10),, 0 s  i <2- 
3.1. Criterios internos de modificación 
Tanto el anterior análisis de los resultados obteni- 
dos como el propio desarrollo de la D. nos permi- 
ten disponer de unos criterios para modificarla en 
una dirección que, en principio, parece adecuada. 
Creemos pues oportuno destacar tres aspectos que 
deberán ser objeto de revisión en una próxima ver- 
sión de dicha D.: 
1) El control efectivo del trabajo del alumno 
Tal y como estaba concebida esta D., se dejaba un 
amplio margen de responsabilidad al alumno para 
la realización de su trabajo; la realidad, sin embar- 
go, se impone y obliga a replantearse algún tipo de 
control más continuado y profundo. Deberíamos, 
en efecto, poder distinguir objetivamente aquellos 
alumnos que se autoexcluyen del seguimiento de la 
D. de aquellos que no pueden, pese a intentarlo, 
mantener el ritmo. 
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2) La alención a los casos particulares 
De acuerdo con lo que'observAbamos en un punto 
anterior (cf. 2.1. (2) B) y (3) B), nos parece impres- 
cindible conocer (mediante algún tipo de prueba de 
control) quC alumnos no están aún capacitados pa- 
ra acceder a niveles superiores de dificultades (es- 
pecialmente a la F.4). 
Ello nos obligarl a elaborar metodologias especifi- 
cas que permitan atender especialmente a dichos 
alumnos. 
3) La reformulación de los objetivos 1' y 2' 
mamente ligada tanto a las respectivas duraciones 
de las fases centrales (cf. 2.1 (2) A) como a la arti- 
culación entre las mismas (especialmente la Fase 3 
con las Fases 2 y 4). 
3.2.'Cntenos externos de modificación 
Un primer análisis de los resultados de la investiga- 
ción que el Gmp Aresta está llevando a cabo para 
determinar, en lo posible, algunos de los factores 
cognitivos más relevantes en el aprendizaje de cier- 
tas Areas de la Matemáticas (cf. nota (3)) se sinteti- 
za en el siguiente cuadro: (Recuérdese que TDCF 
significa «Técnicas de cálculo final» - 1 '. parte dc 
la orueba ((Prueba m,» -; DDEF. ((Detección de 
Hemos insistido suficientemente ya en este aspecto errores final» - 2'. Parte.de la ((Prueba m,» -; 
(:f. 1.1.3. y 2.1. (1)); aquí sólo nos interesa desta- PRNA, ((Prueba de Nivel A» y PRNB, {(Prueba de 
Nivel B)) - véanse los Apéndices -): . , car e1 hecho de que dicha reformulación está inti- 
(*) Es significativo a un nivel de confianza de 0.05 
Una explicación más detallada de esta investigación no 
tietíe cabida aquí;. (vease a este respecto el articulo de 
J. Gascón (1984) que aparece en esta misma 
pu blicacibn). 
F ( * )  
24.26 
21.20 
13 .33  
Unicamente nos limitaremos a resumir sucintamente el 
significado de aquellos factores que presentan un par- 
ticular interés. 
Factores que intervienen 
más siqnificativamente(in- 
crementan ~2 en mds de 2%) 
CS.$, E=$, o=#, mi$ 
N, CS$ 
Cc$, fr$, mi$ 
CS$, €r$, RUS, ~ r $  
Así, llamamos ((Coverger sistemas simbólicos» (Cs.%) 
a la aptitud de generar la respuesta determinada por 
un conjunto de informacibn, cuando esta respuesta 
consiste, por su parte, en un conjunto, estructura u or- 
ganización de partes en interacción de carácter 
simbblico. 
4 
Entendemos por ((Evaluar relaciones simbó/icm» (Er$) 
la capacidad de emitir juicios correctos, en base a cri- 
terios prefijados, sobre operaciones fundamentales en- 
tre números, vínculos de igualdad y desigualdad y, en 
TDCF 
DDEF 
PRNH 
PRNB 
mblti~le 
fin, todo tipo de enlaces o puentes entre conceptos ex- 
presados simbólicamente o, incluso, entre grupos de 
símbolos con un significado arbitrario conocido de 
antemano. 
R 
. S 6  
.49 
.4Ei 
.47 
Por diverger relaciones simbólicas» (Dr$ entendemos 
la capacidad de generar, a partir de una información 
previa de tipo simbólico, una diversidad de relaciones 
cualitativamente diferentes (entendidas estas como ne- 
xos o enlaces en el sentido apuntado anteriormente). 
R~ 
.31 
-24 
.23 
.22 
Interpretamos «Memorizar implicaciones simbólicas» 
(Mi$)como la capacidad de recordar consecuencias de- 
terminadas y conocidas a partir de una información da- 
da, de tipo simbólico. 
Para una ampliación del significado de todos estos fac- 
tores, así como de su papel en la Estructura de la Inte- 
ligencia, debemos remitirnos a la bibliografía (véase 
Guilford (1977)). 
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Creemos oportuno efectuar algunas observaciones: 
(A) Un punto de referencia para comprender el alcance 
de estos resultados lo proporciona un trabajo de Guil- 
ford y dos de sus colaboradores, en el cual se intenta 
conocer en qué medida un conjunto de 20 factores (en- 
tre los que se encuentran los 9 factores utilizados en 
nuestros análisis) puede predecir el éxito de un curso 
de noveno grado (13-14 años) en ((Basic Mathematics)) 
(definido como «aritmética avanzada» y otros campos 
de las Matemiticas. El coeficiente de correlación múl- 
tiples (ccm) obtenido en dicho estudio es R =0'48 (cf. 
Guilford, Hoepfner y Petersen (1965). especialmente 
pp. 660-61 y 671-72). 
Se observará que, en nuestro caso, el ccm en TDCF- 
es ligeramente superior (R = 0'56) y sensiblemente idén- 
tico en DDEF, PRNA Y PRNB. 
Así pues, se confirma el hecho de que los factores es- 
cogidos son insuficientes para explicar el rendimiento 
en cálculo aritméiico (medido, claro está, con nuestras 
pruebas de control - cf. Fase 6-), lo que está de 
acuerdo con la interpretación de Guilford de sus pro- 
pios resultados (cf. Guilford (1977), p.48) y, por lo tan- 
to, sena conveniente introducir nuevos factores en aná- 
lisis posteriores. 
(B) La inclusión de otros factores (en nuestro análi- 
sis), concretamente: TDCI, DDEI, Sexo, Situación de 
paro del cabeza de familia y Condición de repetidor 
de 1 eleva el ccm en TDCF a R =0'64, en DDEF y 
PRNA a R = 0'58 y en PRNB a R =0957, con niveles 
de significancia elevados de TDCI, y DDEI (espc. en 
DDEF, PRNA y PRNB). Ello ha& pensar que si se hu- 
biesen incluido factores de conocimiento adecuados en 
un principio (de un nivel efectivamente elemental, da- 
da la situación inicial del alumno) muy probablemen- 
te se explicaría un porcentaje elevado de la variabili- 
dad total de las pruebas finales (cf.. a este respecto, 
el trabajo de N.Webb (1979), o también el artículo ci- 
tado anteriormente). 
(C) La distribución de los factores en cada una de las 
. variables finales nos proporciona unos criterios exter- 
nos (no inherentes a la propia D.) de modificación, si 
no absolutamente definitivos, si por lo menos con más 
base que meras intuiciones arriesgadas. En concreto re- 
saltaremos los siguientes puntos: 
I ) El hecho de que precisamente en DDEF (Detección 
de errores final) al factor.Er$ (Evaluar relaciones 
simbólicas) adquiera mayor relevancia que el fac- 
tor Cs$ (Converger sistemas simbólicos) y, por otra 
parte, la importante participación de dicho factor 
Er$ en todas las variables finales, nos permite afir- 
mar que deberemos potenciar la Fase 3 a fin de in- 
crementar las habilidades cognitivas refere!ites a la 
evaluación. 
2) En vista de la participación significativa del factor 
Dr$ (Diverger relaciones simbólicas), deberemos po- 
ner más énfasis en los ejercicios de diverger (cf. Ap. 
111) a fin de desarrollar las habilidades relaciona- 
das con la producción divergente. 
3) Habrá que introducir algún tipo de ejercicio de m e  
morizacibn, de acuerdo con la especial aportación 
del factor Mi$ (Memorizar implicaciones simbóli- 
cas). i 
4) Si observamos los factores que intervienen en la 
PRNA nos daremos cuenta de que no aparecen fac- 
tores distintos de los que se encuentran en TDCF. 
Con ello, nuestro 2' objetivo (a saber, el propósito 
de que el alumno domine unas técnicas de cálculo 
con un nivel de complejidad elevado-cf Ap. 11-) que- 
da bastante en un segundo término, ya que su con- 
secución no aporta un desarrollo de nuevos facto- 
res cognitivos (del tipo de habilidades primarias), 
con lo que uno de los principales argumentos que 
proporcionaba («a priori))) una justificación de di- 
cho objetivo (cf. 1 .O. (b)) no tiene base. 
5 )  La anterior objeción no es válida, en cambio, para 
el tercer objetivo de nuestra D., puesto que apare- 
ce un nuevo factor, el RUS (Reconocer unidades se- 
mántica~, también denominado Comprensión ver- 
bal, cf. Guilford, (1965) p. 665), sin duda de difícil 
interpretación. Por otra parte, nótese que la apor- 
tación de Dr$ es relevante en comparación con su 
influencia en DDEF y en PRNA. h 
4. CONCLUSIONES 
Si bien con carácter provisional, creemos estar en con- 
diciones de destacar algunas conclusiones: 
(1) La separación en distintas fases obedece, fundamen- 
talmente, a la necesidad de poner un particular én- 
fasis en los factores especialmente involucrados en ( 
los distintos aspectos del cálculo; es decir, en la Fa- 
se 2 acentuamos el factor Cs$ (Converger sistemas 
simbólicos) en la Fase 3, el factor ErS y en la Fase 
4, el factor Dr$ (lo que no significa que cada factor 
intervenga sólo en las actividades que se realizan en 
las respectivas fases). Esta necesidad, a su vez, pro- 
viene de la relativa independencia de dichos facto- 
res (cf. Guilford (1977)). 
(2) La capacidad de detectar errores está Íntimamente 
asociada a la capacidad de autoevaluación. Así, el 
desarrollo de una implica, en cierta medida, el de , 
la otra, por lo que la Fase 3 adquiere especial 
relevancia. ( 
(3) La distinción entre ejercicio de cálculo yproblema 
de cálculo permite dedicar una atención a tareas en ( 
las que las aptitudes de creatividad puedan mani- 
festarse con una mayor intensidad por lo que la Fase 
4 adquiere una especial significación. 
(4) Aunque no definitivos, los resultados obtenidos en 1 
técnicas de cálculo elementales han sido mínima- 
mente satisfactorios, especialmente en lo que refio 
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I re al incremento de los conocimientos iniciales. Por el contrario, en detecci6n de errores elementales no se ha alcanzado un nivel mínimo, por lo que debe- remos esforzarnos en comprender mas profunda- . mente los procesos internos que se llevan a cabo en esta actividad. I (S) De acuerdo con lo que hemos reiterado en el punto anterior (cf. 3.2. 4/) nuestro segundo objetivo de- ber& ser replanteado, mientras que el tercer objeti- 
vo, en cambio, recibir& un nuevo impulso para su 
reafirmación. 
Por último, queremos poner de manifiesto que to- 
do el trabajo realizado tiene como fin último ele- 
var el nivel de aprendizaje del alumno a través de 
nuestro propio perfeccionamiento wmo ensefiantes, 
por lo que agradecemos de antemano todas las su- 
gerencias, indicaciones y criticas que nos permitan 
progresar en esta tarea. 
NOTAS 
(1) La versión integra forma parte de la Memoria de Final 
de Curso presentada por el Grup Aresta al I.C.E. de la 
Universidad de Barcelona (Junio. 1984). 
(2) Concretamente, ctJaume Balmes)). «Sant Josep de Ca- 
lassanq)) y «VaU d'Hebron». 
(3) Con ella se pretende llegar a conocer la influencia de 
diversos factores cognitivos del tipo de habilidades pri- 
marias (en el sentido de Guiford) en el aprendizaje de,  
diversos campos de la Matemhtica. Dichos factores tie- 
nen su interpretacidn en el marco teórico de la Estruc- 
tura de la Inteligencia de J.P. Guilford y se han obtcni- 
do  a travks de las tknicas del análisis factorial aplica- 
das a un conjunto de 30 pruebas iniciales pasadas a los 
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PRUEBn % Apéndice 1 
P o  Porta: TlcnIc7a da clicuio (TOCI) 
Calcula: 
1 3 4 ( 7  - 4-31 - ( 7  /2/ (3. - b2)' 
/o/ 125 (Raclonalirnr) 
'fi.(~ - 6)
, 
(~untumc16nz N *  /l/ - NQ /O/: O ountos o 1 nunto 
t i9  /9/ : O nuntos o 1 ounto o 2 ountos) 
2 s  Parta: »atecclAn do  erroros (ooEI) 
Corrlqe. si h7 luo-r.01 arrnr n errores alniilmntas 
rntonrndo l.> rn-queata: 
Apéndke 111 
1.1.1.- Alqunao Cuaotlonao ilamontaloar 
4I: facribo a1 valor obaoluto da -2 y com~~atol-SI-, 
31/ Eacrlba loa dlvlooroa ooaitlvoa da 24. 
47/ Lacribo do0 rroscionas lrroduclblao. 
6 1 / ~  Exlotan númoros raclonoloa quo, a la va., aaon 
lrroclonalas? 
1.1.2.- Alqunoo E3EñPLOS utllixodoa on 10 Cooo Zz 
 
EJ. 2: 3/98 - 4/35 4 1/70 - 1/28 - ... 
Ej. 91 5 . 6  - 4 . 6  - fi - .., 
Ej. 10 A): Roclonolirar 10 aaptaolbn 
-* 
m EJomoloa do ERRORES YO AISLAOOS: 
2.3.s2 'X 
2/ EJ. 2): ( *' 4 b3) (04b)' o (o+b)Z 
1.1.4.- Llqunoo o l o ~ l o ~  da E3ERCICIOS oapoclol- 
- 
manto rolaclonodoa con 10 .Produccl6n a- 
voroanto~:(hallor & ~ o l u c i ~ n ~ a  por ajoio.) 
EJ.1): Intarcola aignoa antro la* alquiontos frac- 
(1) 4 - (1-b)/7 - (8-a-b)/7 (2) (5q3 +?)/S-n7+2 
cionoa a fin da obtanar uno cidona do d o a i q u a ~  
(1) 3-(2/3(1-1/7) - 116 (4) ae(b'c)-(a'bKo.3 dodoa correcta: 2/3 25/1 . . -119 
(5) 1 .-fl EJ.2): Suatltuvo r oor un númoro raal 1 fln do quo 10 p 7 4 6  oaorasi6n a- 1/(1 4 2/(l+r)) 00. aonor quo 1/2. 
(~untuleicín: (l)y(?):O nuntoi o 1 '5;2csto:O puntos n 2) 
Pfiucsa o PIIVE L  a (PRNI) Apéndke 11 
Introduca Ins ?actoroa oxtmrioroa on o1 slqno rrdi- 
cil y. 1.- voz .  sxtrie todos los factorrs lntorio- 
res quo -.ea onslble: 
Apéndice I V  
~ i q u n o s  alon~lo. do PROELEfiIS do cilculo: 
EJ. 2): Comoruobo si b 4 6 8 2  ; ~ c u d n d o  vol. lo 
1.1.6.- Alqunoo PROBLEnIS utlllzadoa on 10 
ba da N I W O ~  8 .  (PRUB): 
-
no S/ L PuA siqno <lona la oxoroii6n .lquionto?: 
NP 6 /  Comoara lo0 núaaroi olqulantoa: 
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